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Kurzfassung

Sektormodelle sind Anschauungsmodelle fiir nicht-euklidische Geometrie. Sie wurden entwickelt,
um die Grundkonzepte der allgemeinen Relativititstheorie in zwei bzw. drei Dimensionen auf an-
schauliche Weise darzustellen (Zahn & Kraus, 2014; Zahn & Kraus, 2019). Fiir eine Einfithrung in
die Allgemeine Relativitéitstheorie kann man mit solchen Modellen beispielsweise den Raum in der
Nihe eines Schwarzen Lochs oder das Innere eines Neutronensterns darstellen.

Der Einsatz von Sektormodellen ist nicht nur im Physikunterricht moglich. Auch im Mathematik-
unterricht kdnnen sie genutzt werden, um sphérische und hyperbolische Geometrien darzustellen.
Sektormodelle erlauben diverse Aktivititen der Lernenden: beispielsweise konnen Lernende anhand
der Modelle mit einfachen Mitteln Kriimmungen bestimmen und den Verlauf von Geodéten unter-
suchen. Die einfacheren ebenen Sektormodelle konnen Lernende ausgehend von der Metrik auch
selbst berechnen und konstruieren (Kraus & Zahn, 2016).

In diesem Beitrag geben wir eine kurze Einfiihrung in Sektormodelle und stellen Umsetzungen mit
dem 3D-Drucker, sowie ihr Potential fiir den Einsatz im Physikunterricht vor.

Abstract

Sector models are illustrative models for non-Euclidean geometry. They were developed to present
the basic concepts of general relativity in two or three dimensions in a clear way (Zahn & Kraus,
2014; Zahn & Kraus, 2019). For an introduction to the general theory of relativity, such models can
be used, for example, to represent the space near a black hole or the interior of a neutron star.

The use of sector models is not only possible in physics lessons. They can also be used in mathe-
matics lessons to represent spherical and hyperbolic geometries. Sector models allow various activ-
ities of the learners: for example, learners can use the models to determine curvatures with simple
means and examine the course of geodesics. Learners can also calculate and construct the simpler
flat sector models themselves based on the metric (Kraus & Zahn, 2016).

In this article we give a brief introduction to sector models and present implementations with the 3D
printer as well as their potential for use in physics lessons.

1. Was genau sind Sektormodelle?

Das Prinzip ebener Sektormodelle lisst sich einfach
am Beispiel einer Kugeloberflache, wie z. B. unserer
Erde verstehen (Abb. 1). Die Kugeloberflache wird in
kleine Stiicke zerlegt und jedes dieser Stiicke wird
durch ein kleines ebenes Flachenstiick — einem Sektor
—angendhert. In der Ebene ausgelegt bilden diese fla-
chen Sektoren mit “Liicken” dann das Sektormodell.

Das Sektormodell gibt dabei die innere Geometrie der
Flache wieder, denn es enthilt alle Punkte der Flache
und stellt maBstabsgetreu deren relative Lage dar.
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Durch die “Liicken” wird implizit ein MaB fiir die po-
sitive Kriimmung gegeben. Im Fall von zwei Dimen-
sionen kann durch “Verkleben” der Liicken die ge-
kriimmte zweidimensionale Flache in den dreidimen-
sionalen Raum eingebettet werden. Bei diesen ,,Lii-
cken* kann man auch von ,,Defizitwinkeln* sprechen.

Das besondere Potential von Sektormodellen liegt in
der Moglichkeit, gekrimmte dreidimensionale
Réume darzustellen: Wenn ein ebenes Modell mit
“Liicken” eine gekrimmte Fliache wiedergibt, dann
kann analog ein rdumliches Modell einen
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gekriimmten Raum darstellen. Die Erstellung rium-
licher Sektormodelle verlduft ganz analog wie bei
den Flachen: Der Raum wird in kleine raumliche Stii-
cke zerlegt und jedes Stiick wird durch einen kleinen
“Block” mit euklidischer Geometrie angenihert.
Diese Blocke setzt man im euklidischen Raum zum
Sektormodell zusammen.

Sektormodelle vermitteln somit eine anschauliche
Vorstellung von dreidimensionalen, negativ ge-
krimmten R&dumen. Das “Verkleben” der Liicken,
also die Einbettung in einen vierdimensionalen
Raum, dhnlich wie im Fall der gekriimmten Fléche,
lasst sich natiirlich nicht umsetzen.
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Abb. 1: Sektormodell der Erdoberflache. (Zahn & Kraus,
2019; Erdtextur der Nasa)

2. Eine kleine Einfithrung: Kriitmmung und
Winkel in Sektormodellen

Der Zugang zur nicht-euklidischen Geometrie scheint
zunichst sehr abstrakt zu sein, doch gibt es eine gute
Maglichkeit, sich einfache Eigenschaften wie Kriim-
mungen und Winkelsummen im gekriimmten Raum
mit Modellen aus Papier zu verdeutlichen. Hierzu be-
trachten wir zundchst nur die Kriimmung: Es wird
zwischen duflerer und innerer Kriimmung unterschie-
den. Rollt man ein Stiick Papier zu einem Zylinder,
entsteht zwar duflere Kriimmung, aber die innere
Kriimmung bleibt null. Welche Kriimmung bei einge-
betteten Flachen vorliegt, 14sst sich ganz einfach ge-
danklich testen: Dazu wird (gedanklich) ein kleines
Flachenstiick um den zu untersuchenden Punkt aus-
geschnitten und das Fliachenstiick auf einer Ebene
“flachgedriickt”. Reifit das ausgeschnittene Flachen-
stiick ein (Bsp.: Kugel), dann ist die Kriimmung po-
sitiv. Wirft es Falten (Bsp.: Sattelfliache), ist die
Krimmung negativ. Lisst es sich flach ausbreiten, ist
die innere Kriimmung null.

Fiir einen alternativen Test auf Kriimmung wahlt man
im Sektormodell einen Eckpunkt und schiebt alle an-
grenzenden Sektoren zusammen. Nur wenn das Sek-
tormodell eine euklidische Ebene darstellt, schlielen
sich die Sektoren um den Eckpunkt. Ist die Flache po-
sitiv gekriimmt, verbleibt eine Liicke; ist sie negativ
gekriimmt, iiberlappen die Sektoren (vgl. Abb. 2).

Abb. 2: Test auf Kriimmung im Sektormodell der Kugel-
oberfldche durch “Puzzeln” (Zahn & Kraus 2014)

Wir untersuchen als néchstes ein flaches Stiick Pa-
pier, aus dem ein Kuchenstiick mit Winkel & heraus-
geschnitten wird. Klebt man das Papier anschlieend
zusammen, ergibt sich ein positiv gekriimmter Raum.
Die Winkelsumme eines Dreiecks, das iiber den
Schnitt geht, ist dann (180°+¢). Um dies zu zeigen,
bietet sich die Betrachtung von drei Dreiecken mit
den Winkeln a;, B; und y; an, die gerade nicht {iber
den Schnitt gehen und somit jeweils eine Winkel-
summe von 180° haben (s. Abb. 3 und{1}-{3}). Je
grofer € (bei gegebener Fliche des Dreiecks), desto
starker positiv gekriimmt ist der Raum. Bei einem ne-
gativ gekrimmten Raum ist es genau umgekehrt;
dann miisste ein zusétzliches “Kuchenstiick™ einge-
fiigt werden.

e -
Abb. 3: Zusammenhang zwischen der Winkelsumme im
Dreieck und der Kriimmung der Fldche am Beispiel eines
Papierausschnitts. Aus der linken Abbildung ergibt sich {2}
und aus der rechten Abbildung {1}. Je grofler ¢, desto stér-
ker positiv gekriimmt ist die Flache {3}.

Yii(a+Bi +y) =3m {1}
Ya; =2m—¢ {2}
Bty =mte {3}

So kann bereits in der Schule eine einfache Einfiih-
rung in nicht-euklidische Rdume gegeben werden. Es
konnen in der Schule darauf aufbauend aber auch all-
gemeinere Anschauungsmodelle genutzt werden, die
im folgenden Abschnitt vorgestellt werden

3. Sektormodelle aus dem 3D-Drucker

Das ebene Sektormodell, mit dem die Raumkriim-
mung (Sektorzerlegung) um ein schwarzes Loch auf
Papier dargestellt wird, erhélt durch eine Umsetzung
im 3D-Drucker (Karaki, 2020; Abb. 4) eine neue,
greifbare Dimension: Die Sektoren kdnnen so anei-
nandergelegt werden, dass die Liicken zwischen den
einzelnen Sektoren verschwinden und die Kriimmung
der Fliche im dreidimensionalen Raum anschaulich
gemacht werden kann.
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Der ausgebreitete gekriimmte Raum mit Defizitwin-
keln (s. ,,Liicken in Abschnitt 1), wird so zum Trich-
ter zusammengefiigt. Damit kdnnen Lernende den
Zusammenhang von Defizitwinkeln in einer Sek-
torzerlegung und der entsprechenden Kriimmung
nicht nur visuell, sondern auch haptisch erkunden,
wobei das 3D-Modell, im Gegensatz zu Papier, vor
allem mit hoher Stabilitit besticht.

Die Sektoren halten per eingesetztem Magnet anei-
nander. Dazu werden M3x12mm-Schrauben in die
Sektoren-Bausteine gedreht und Kugelmagnete mit
einem Durchmesser von Smm in die entsprechenden
Fassungen gedriickt (Karaki, 2020; Abb. 5).

Abb. 4: 3D-gedrucktes ebenes Sektormodell des Raums
um ein Schwarzes Loch, das fiir die Schwarzschildmetrik
berechnet worden ist. Der Auflenrand liegt bei einer
schwarzschildschen Radialkoordinate von 5 Schwarz-
schildradien, der Innenrand bei 1,25 Schwarzschildradien.

e =

Abb. 5: Schrauben und Kugelmagnete halten die gedruck-
ten Modelle zusammen und lassen sie flexibel auf- und ab-
bauen.

Auch das raumliche Sektormodell bietet dank einer
Umsetzung durch 3D-Druck haptische sowie didakti-
sche Vorteile gegeniiber den bisherigen Modellen:
Zum einen miissen dreidimensionale Modelle aus
Pappe sehr genau geschnitten, geknickt und geklebt
werden, was zeitintensiv ist und nicht allen Lernen-
den leichtfillt. Zum anderen haben die Modelle aus
Pappe eine geringe Haltbarkeit im Einsatz, wenn die
Lernenden diese lingere Zeit verwenden. Das Modell
aus dem 3D-Drucker ldsst sich durch einen magneti-
schen Verschluss leicht zusammensetzen und wieder
auseinandernchmen. Die verschiedenen Varianten
konnen auf einer Stiitze montiert und nebeneinander
verglichen werden (Karaki, 2020; Abb. 6).
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Abb. 6: Raumliches Sektormodell. Die “Liicken” stellen
ein MaB fiir die Kriimmung dar.

Die Kosten fiir das ebene Modell belaufen sich auf
etwa 10 €, das rdumliche Modell kostet bis zu ca. 40 €.
Der Preis hingt vom gewlinschten Umfang des Mo-
dells ab, der wiederum die benétigte Menge an Fila-
ment, Schrauben und Magneten beeinflusst. Eine ge-
naue Auflistung der benétigten Materialien mit mog-
lichen Bezugsquellen sowie die STL-Dateien zum
Drucken der Modelle sind unter http://physikkommu-
nizieren.de/3d-druck/sektormodelle/ zu finden.

4. Sektormodelle im Unterricht

Sektormodelle bieten verschiedene Ankniipfungs-
moglichkeiten im modernen Physikunterricht.
Exemplarisch sei nachfolgend der Kernlehrplan fiir
Physik in NRW zitiert (KMK, 2014). Im Inhaltsfeld 2
.Relativitdtstheorie* wird dort im Leistungskurs die
folgende Kompetenzerwartung explizit formuliert:

“Die SuS veranschaulichen mithilfe eines einfachen
gegenstdndlichen Modells den durch die Einwirkung
von massebehafteten Korpern hervorgerufenen Ein-
fluss der Gravitation auf die Zeitmessung sowie die
., Kriimmung des Raums“” (KMK, 2014, S.39).

Mit den Sektormodellen konnen Lernende sich schritt-
weise der Thematik des gekriimmten Raums annéhern.
Dazu konnen sie als Demonstrationsobjekte verwen-
det werden, bieten sich aber wie oben bereits ange-
deutet insbesondere fiir Schiileraktivitaten an. Dafiir
sollten den Lernenden die Modelle jeweils einzeln
oder in kleinen Gruppen zur Verfiigung stehen.

a) Das Papiermodell macht zunichst den Unter-
schied zwischen positiver und negativer Kriim-
mung anschaulich.
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b) Das ebene Modell aus dem 3D-Drucker ldsst den
Lernenden dann den Zusammenhang zwischen
der Kriimmung um ein schwarzes Loch und den
Defizitwinkeln erkunden.

¢) Dieses Wissen konnen Lernende schlieBlich auf
das rdumliche Modell anwenden und damit ent-
decken, wie der Raum in drei Dimensionen ge-
kriimmt ist und die Kriimmung dabei — je nach
Richtung — unterschiedlich sein kann.

Papierbasierte Sektormodelle (1) wurden in Work-
shops, im Unterricht der Sekundarstufe sowie mit
Lehramtsstudierenden bereits erfolgreich eingesetzt
(Zahn & Kraus, 2006; Choudhary et al., 2019; Kraus
etal., 2018).

5. Einsatz von Geoditen im Sektormodell

Stellt das Sektormodell ein astrophysikalisches Ob-
jekt dar, dann ist mit der Untersuchung von Kriim-
mung die physikalische Frage ,,Enthélt dieser Raum
Materie?* verbunden. Materie erzeugt eine positive
Krimmung des Raums, wéhrend negative Kriim-
mung mit der kosmologischen Konstante in Bezie-
hung steht. Schiiler/innen konnen die Frage nach Ma-
terie durch Kriimmungstests an einem raumlichen
Sektormodell bearbeiten (Kraus & Zahn, 2019) und
lernen dabei die Struktur der Einstein‘schen Feldglei-
chungen kennen. Die Sektoren sollten von den Ler-
nenden immer wieder neu und auf verschiedene
Weise zusammengesetzt und untersucht werden. Fiir
den Test auf Kriimmung beispielsweise werden alle
Sektoren zu einem gewéhlten Eckpunkt bzw. einer
gewihlten Kante aneinander angelegt (s.o.; Abb. 2).

Die allgemeine Relativititstheorie beschreibt die Bah-
nen von Licht und frei fallenden Teilchen als Geoda-
ten in einer gekriimmten Raumzeit (,, Die Raumzeit
sagt der Materie, wie sie sich bewegen soll“, Whee-
ler, 1990) und bringt die Geometrie der Raumzeit mit
der Materieverteilung in Verbindung (,, Die Materie
sagt der Raumzeit, wie sie sich kriimmen soll“, Whee-
ler, 1990). Geodéten und Kriimmung sind also die
zentralen geometrischen Konzepte.

Bei der Konstruktion von Geoditen miissen Sektoren
so aufgereiht werden, dass sich eine Geoddte ergibt
(Abb. 7) und es muss ferner mdglich sein, auf den
Sektoren der ebenen Modelle Linien zu markieren.
Mittels der Konstruktion von Geoddten kann dann
u. a. die gravitative Lichtablenkung von z. B. schwar-
zen Lochern thematisiert werden. Schwarze Locher
konzentrieren ihre Masse M auf einem sehr kleinen
Volumen und kriimmen dadurch den umgebenen
Raum sehr stark. Wir betrachten eine Testmasse m,
die sich beim Abstand R des Gravitationspotentials
GmM /R des schwarzen Lochs befindet. Um dem
schwarzen Loch zu entflichen, muss die kinetische
Energie mv?/2 der Testmasse groBer als die

" Lichtbahnen verlaufen in Raum und Zeit. Diese rein riumlichen
Geoditen sind also eigentlich strenggenommen keine Lichtbah-
nen. Man kann aber sagen, dass sie erstens qualitativ die gleichen

potentielle Energie sein (,,zweite kosmische Flucht-
geschwindigkeit®). Gleichsetzen ergibt {4}:

v? = 28 {4}
Lassen wir in dieser Gleichung R gegen null gehen,
geht die Fluchtgeschwindigkeit gegen unendlich. Da
die maximale Geschwindigkeit die Lichtgeschwin-
digkeit ist, ergibt sich die erstaunliche Schlussfolge-
rung, dass jede Masse M zu einem schwarzen Loch
wird, wenn diese in ein Raumvolumen komprimiert
wird, dessen Radius unter der Grenze von {5} liegt,
dem sogenannte Schwarzschildradius:

Ry =75 (s}
Unsere ,,Herleitung® ist natiirlich nur qualitativ zu
verstehen, stimmt aber mit der im Jahr 1916 erstmals
von K. Schwarzschild aus den Einstein‘schen Feld-
gleichungen  hergeleiteten  Ergebnis  iiberein
(Schwarzschild, 1916). Fiir die Erde beispielsweise
betrigt der Schwarzschildradius 9 mm.

Ausgehend von dem Sektormodell fiir den Raum um
ein schwarzes Loch (Abb. 5), geht man zu einer
Schnittfliche dieses Modells iiber (Abb. 7a&b).
Diese stellt eine Aquatorfliche des Schwarzen Lochs
dar. Indem Lernende auf dem ebenen Modell der
Aquatorfliche Geoditen markieren und diese als
Lichtbahnen deuten, kénnen sie die Lichtablenkung
an schwarzen Lochern untersuchen und dabei das Zu-
standekommen von Phinomenen wie Doppelbildern
und Einsteinringen' nachvollziehen. Dabei soll ein
fundiertes Verstdndnis fiir Lichtablenkung erworben
werden: Lichtwege sind lokal gerade. Wenn sie einen
Raumbereich mit nicht-euklidischer Geometrie
durchlaufen, d. h. an einem Objekt mit Masse vorbei-
kommen, dann haben sie hinterher eine andere Rich-
tung als vorher.

Abb. 7a: Durch Anbringen von Klebestreifen konnen Ge-
oditen auf dem Modell markiert werden.

Eigenschaften haben und zweitens die Effekte in der Grof3e unter-
und nicht iiberschétzen.
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Abb. 7b: Durch die Magnete und das Scharnier lasst sich
das ebene Modell zu einem Trichter zusammenfiigen.

6. Fazit

Ein wesentlicher Zugang zur naturwissenschaftlichen
Erkenntnis ist die Modellierung der Wirklichkeit. Thre
Reflexion verdeutlicht den besonderen Charakter der
Naturwissenschaften (vgl. KMK, 2014). Modelle
sind in der Physikdidaktik u. a. dadurch charakteri-
siert, dass sie bestimmte funktionale Eigenschaften
darstellen, aber nicht die eindeutige und vollstindige
Realitét der Objekte abbilden (Kircher 2015). Aller-
dings verstehen Lernende Modelle oft genau so, also
als Abbildung der vollstindigen Realitdt (Ubben,
2020). Daher ist es essentiell, besonders beim Einsatz
der hier vorgestellten sehr bildlichen Modelle eine
Diskussion mit den Lernenden zu fithren und Modell-
kritik zu iiben. Den Lernenden muss klar werden,
dass die Liicken zwischen den Sektoren nicht etwai-
gen Liicken im Raum entsprechen, sondern lediglich
Darstellungen der Kriimmung im ,flachen Raum
sind. Daher ist es sinnvoll, die Lernenden mit dem Pa-
piermodell und dem ebenen Modell auf das rdumliche
Modell vorzubereiten, da bei diesem kein Mechanis-
mus vorhanden ist, der die Kriimmung anschaulich
machen konnte.
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